Compte-rendu de l’atelier B2

Initiation au raisonnement algébrique au début du collège

Présentation de l’atelier 

Les programmes prônent une introduction progressive du calcul littéral au collège avec une initiation en sixième et en cinquième. C’est au niveau cinquième qu’apparaissent les expressions algébriques et la lettre comme outil de preuve. Le test d’égalité amène à s’interroger sur la valeur de vérité de certaines égalités : il permet de construire le concept d’équation et celui d’identité. 

On constate souvent dans les classes que ce travail de conceptualisation et de construction du sens est peu réalisé avant la classe de quatrième et laisse alors rapidement place à un travail sur les techniques. 

Le but de l’atelier est de préciser les objectifs et la place de cette initiation au raisonnement algébrique dans les deux premières années du collège et de présenter quelques activités. 

Pour l’exposé, nous nous sommes appuyés sur trois textes :

1. Les programmes de sixième et cinquième

2. Le rapport d’étape sur le calcul de la commission Kahane (CREM) 

3. Le texte de cadrage de l’Inspection générale : “Le calcul au collège” (Juin 2004)

Déroulement de l’atelier 

A. Exposé :    cf  diaporama 

1. Des pistes données par la CREM dans son rapport sur le calcul

2. 
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Les principaux points de rupture entre “l’arithmétique“ et l’algèbre

3. 
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Les principaux objectifs du calcul littéral

4. 
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Un apprentissage progressif.

a. 

 HYPERLINK  \l "a5" 
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Feuilles annexes :


Exemples en 5e 


Chronologie des apprentissages
B. Pistes de réflexion évoquées pendant l’atelier.

A. Exposé 

1. Des pistes données par la CREM 
Dans son rapport sur le calcul, la CREM présente le passage du calcul numérique au calcul algébrique comme une “véritable révolution”. 

Les élèves sont amenés à renoncer à leur ancienne procédure : rester dans le domaine du connu.

Ils doivent accepter de travailler à partir d’éléments connus et inconnus. Ce travail suit des règles qui peuvent paraître obscures. 

La commission pointe quelques disfonctionnements dans l’enseignement du calcul littéral : pour n’en citer qu’un : “ …lorsqu’on demande à des enseignants quelles sont les fonctions de l’algèbre, la fonction outil de preuve n’est généralement pas identifiée.”

La commission donne quelques pistes pour remédier à ces disfonctionnements :

· Faire percevoir la puissance que donne le calcul algébrique (résoudre, formuler, généraliser, prouver).

· Faire comprendre que le calcul algébrique n’est pas aveugle, qu’on en possède des modes de contrôle.

· Développer l’intelligence de calcul (reconnaissance et choix de forme, calcul mental et réfléchi). Le calcul algébrique ne se limite pas à des techniques. C’est aussi un lieu de réflexion, de liberté (prise d’initiatives) laissée aux élèves.

· Intégrer visiblement l’algèbre dans le domaine de la rationalité : les preuves et démonstrations ne sont pas réservées à la géométrie. Il est important d’en faire dans la partie numérique afin de montrer que les mathématiques se construisent et qu’il y a une cohérence entre les notions. Les règles de calcul ne sont pas arbitraires. De plus, la pratique algébrique permet de travailler très tôt sur le contre-exemple, le besoin de preuve…

2. Les principaux points de rupture entre “l’arithmétique” et l’algèbre
a. Différents statuts des lettres

· Pour désigner un objet. 

La lettre ne représente pas un nombre, elle marque une abréviation, une unité, elle symbolise un objet mathématique. C’est le cas des lettres rencontrées à l’école primaire. Il faudra en tenir compte lors du  développement des autres statuts.

· Pour désigner une variable.

Ce statut apparaît très progressivement de la sixième à la troisième et au lycée. Il est à  développer lors de tâches relevant d’une approche fonctionnelle. Jusqu’en en troisième, il n’y a pas de formalisation.

Exemples : 

· Si 1,2 < t < 1,5, quel nombre peut-on mettre à la place de t ?   

· Complète le tableau suivant :

	a
	1
	2,5
	4
	7

	7xa
	
	
	
	


· Pour désigner une inconnue.

Ce statut est rencontré dans les situations de mise en équation d’un problème ou lors d’une résolution d’équation.

· Pour désigner une indéterminée.

Dans les identités de distributivité, dans les identités remarquables, dans les énoncés des règles de calcul,…

b. Différents statuts du signe égal

· Annonce d’un résultat, déclencheur d’opérations. (EXE)

Pour les élèves, ce signe annonce qu’il faut effectuer l’opération située à gauche du signe égal. L’égalité dans ce cas est « dynamique », elle ne se lit que de la gauche vers la droite.

Cette conception explique les erreurs d’écritures du type : 5+7 = 12+3 = 15…

· Égalité sous conditions : équations.

Dans ce cas, le signe égal doit se lire ou se comprendre comme « Pour quels nombres l’égalité est-elle vraie ? »

Il faut beaucoup de prudence pour introduire ce statut de l’égalité et éviter toute formalisation. Les programmes invitent à la pratique de tests, ce qui permet de travailler sur la valeur de vérité d’une égalité. 

· Égalité toujours vraie : identité.

On peut rencontrer les identités algébriques, dès la cinquième avec l’identité de distributivité de la multiplication sur l’addition. Mais, on peut également penser à des égalités numériques du type :
 5+3 = 4+4 ou 10,5 = 10 + ½ .

· Un adressage : une affectation dans le cadre fonctionnel.

L’égalité marque que l’on adresse une procédure à une notation. 

Ex. : f(x) = x² +  5 ou d = v ( t.

c. Les autres signes opératoires

· En arithmétique, les signes opératoires indiquent les procédures.

Lorsqu’une expression est entièrement numérique, ce qui est le cas lors de la résolution de problèmes à l’école primaire, les signes indiquent les opérations à effectuer et l’ordre de ces opérations (grâce aux parenthèses).Tous les résultats sont alors numériques.

· En algèbre, les écritures indiquent à la fois la procédure et le résultat.

Exemple : « x + 7 ». 
Cette écriture indique, suivant le contexte, la procédure à suivre, addition de x et de 7 et  le résultat, la somme de x et de 7.

Le fait que dans l’écriture finale, le résultat, comporte encore des signes opératoires est très perturbant pour les élèves car contraire à la pratique qu’ils ont toujours connue. Cette difficulté conduit à des erreurs classiques qui visent à obtenir un résultat numérique. 

Cette difficulté est à l’origine de transformations « non cohérentes » en  7x ou en x + 7 = 0…

3. Les principaux objectifs du calcul littéral 

· Outil de généralisation

Exemple : 

Le professeur a écrit au tableau l’exercice suivant :

Calculer : 23 ( 7 + 7 ;
23 ( 8 + 7 ; 23 ( 9 + 7 ; 23 ( 10 + 7 ; 23 ( 11 + 7 ;
23 ( 12 + 7 ;

23 ( 13 + 7 ; 
23 ( 14 + 7

Un camarade est absent. Quelle consigne lui donner au téléphone, sans lui dicter tous les calculs. La consigne est bonne si le camarade sait exactement ce qu’il doit faire.

(Manuel Triangle 5e , édition Hatier)

· Outil de preuve

Exemples :

· Lorsqu’on additionne trois entiers consécutifs, peut-on affirmer que la somme est toujours un multiple de 3 ?

· Choisis deux nombres dont la somme est 300 et fais leur produit. Ajoute 7 à chacun d’eux, de combien augmente le produit ?

Justification et explication des règles de calcul et des techniques de calcul.

Exemple : Application au calcul mental, opérations sur les nombres en écriture fractionnaire… 

4. Un apprentissage progressif.
a. Des pistes données par le texte de cadrage de l’Inspection générale

Ce texte fait le point sur quelques pratiques pédagogiques :

· Passage d’exemples au cas général.

Il s’agit de ne pas installer de « mauvaises » images mentales concernant la représentation de la démonstration et des justifications.

· La place des techniques.

On peut mener une réflexion d’ordre didactique sur le rôle, l’utilité et la forme que doit prendre ce travail. Quels sont les apports pour l’apprentissage ?

· La nature des justifications.

Distinguer les activités de preuve et les activités menées sur des exemples génériques (démarche reproductible avec n’importe quel nombre). Les secondes étant des activités préparatoires aux premières. 

· Le calcul mental réfléchi.

Sa place est réaffirmée et amplifiée dans les nouveaux programmes, en relation avec les programmes du cycle 3. Cette pratique permet de lier calcul et raisonnement : 

· Le délicat équilibre : Réflexion – Technique.

Déjà pour les activités numériques, le degré de technicité n’est pas facile à établir sans une réflexion sur les objectifs de celle-ci.

On peut penser à une dialectique entre réflexion et technique pour la découverte et l’évolution du nombre. La part respective de chaque pratique peut varier dans le temps.

· Du calcul numérique au calcul algébrique.

Le calcul numérique est une part importante du travail au début du collège et c’est un point d’appui pour le calcul algébrique.

Les différents statuts de la lettre sont abordés successivement. Tous les statuts continuent à se développer tout au long de la scolarité. La progressivité est clairement établie et imposée par les programmes.
Bien entendu, ces statuts ne peuvent s’installer et se développer sans interagir avec les statuts de l’égalité.

Les techniques de calcul peuvent être justifiées. Par ces justifications, on vise une construction des mathématiques et non une présentation de techniques juxtaposées. Cette pratique n’apparaît explicitement qu’en 4ème.

b.  Des activités en sixième

· La définition du quotient  
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 est de nature algébrique. Elle est manipulée uniquement sur des nombres en sixième et  permettra de résoudre des équations (bx = a) et de justifier des règles de calcul avec les écritures fractionnaires.

· Développer les sens de l’égalité.

Exemple :

· Des activités numériques de transformation d’écriture 

Décomposer 23,52 :23,52 =2(10+3+5(1/10 +2(1/100       

Donner une écriture de 13/4  montrant :

· que c’est un nombre plus grand que 3

· que c’est un nombre plus petit que 4

· que c’est un nombre décimal

Dans une formule, faire varier une grandeur en fonction d’une autre, toute autre variable fixée.

· Initiation aux écritures littérales : tâches de substitution

· Utilisation d’une expression littérale.

· Formulaire : aires et périmètre du cercle.

· Mise en jeu implicite de notions fonctionnelles : tâches sur l’utilisation de « en fonction de »…

· Initiation à la résolution d’équations : égalités à trous.

L’absence de lettre permet de se placer dans le prolongement de ce qui est fait à l’école. Dans le programme, il n’y a pas d’exigible annoncés pour ce point. 

Les procédures mise en œuvre :

· en référence au sens des opérations.

Exemple : Pour résoudre ( + 7 = 12. On peut oraliser l’équation de la manière suivante :

Que doit-on ajouter à 7 pour obtenir 12 ? Que manque-t-il à 7 pour obtenir 12 ?...

On peut recourir à la définition de la somme a + (b – a) =  b.

· en utilisant  un schéma. 

c. Des activités en cinquième

· Travail sur les changements de cadre.

Pour introduire officiellement l’usage de la lettre comme inconnue ou comme variable, on peut proposer des tâches nécessitent une changement de cadre. Passage du cadre numérique au cadre algébrique (généralisation), passage du langage naturel au langage algébrique, passage d’une situation imagée à une expression littérale… 

Ces activités mettent en évidence la “force” de l’algèbre.

· Approche de la notion de fonction.

Dans la suite du travail de sixième en  ajoutant les nouveaux outils : distributivité de la multiplication sur l’addition pour modifier des écritures de type fonctionnel.

· Introduction de la lettre comme indéterminée : 

Pour  tous les nombres k, a et b  on a    k((a+b) = k(a + k(b.

Cette formule est une formalisation d’une pratique qui remonte au cycle 3 de l’école (CM1, CM2). La nouveauté réside dans son usage explicite ainsi que dans sa forme littérale.

· Conventions d’écriture.

Quand proposer les conventions d’écriture ? Il est important de faire régulièrement expliciter par les élèves, à l’écrit et à l’oral, les signes cachés.  

· Suite de l’initiation à la résolution d’équations :

· Introduction possible de la lettre comme inconnue.

· Tests dans des égalités, des inégalités, avec l’objectif de développer le sens de l’égalité. 

On vise également à donner du sens au vocabulaire du type : résoudre une équation, une inéquation, donner une ou des solutions,…

La résolution est toujours en référence au sens des opérations.

· Introduction des nombres relatifs : la résolution d’équation du type x + a = b permet de motiver l’introduction des nombres relatifs.

Remarque :

Jusqu’en cinquième, il n’y a pas de technique pour la résolution des équations. L’enseignement vise à donner du sens aux notations, au vocabulaire et à développer les différents statuts de la lettre et de l’égalité.

Quelques exercices pour la classe de cinquième dans le document :    


Exemples en 5e.doc 

B. Pistes de réflexion évoquées pendant l’atelier

· L’initiation précoce au calcul littéral renforce l’hétérogénéité dans la classe, le niveau  d’abstraction des élèves étant variable. Les enseignants doivent adopter une nouvelle stratégie et renoncer à une compréhension immédiate. Tout ce qui est fait ne peut pas servir tout de suite et la progressivité des apprentissages est à prendre en compte. 

· À tous les niveaux du collège, le travail sur le calcul numérique doit être  régulier tout au long de l’année : faire lire des expressions, reconnaître des sommes, des produits…

Dans les activités en 6e et 5e, il faut s’attacher à donner du sens à la manipulation des opérations  pour développer la compréhension : on entend trop souvent les élèves demander lors d’un calcul si ils ont “le droit de faire”. Il est important de rappeler régulièrement le sens des opérations en 4e et 3e. 

· Il convient d’être prudent et progressif dans l’utilisation des conventions (par exemple la suppression du signe ( ) ou dans l’application de propriétés (laisser les élèves qui le souhaitent calculer (a+b)² en développant (a+b)((a+b) ). On peut différer le moment de l’institutionnalisation d’une propriété et la faire “vivre” avant de l’écrire dans le cours. 

· L’apprentissage de la notion de variable peut être enrichie par l’utilisation d’un tableur. 

· Le cahier de cours  dans les domaines numérique  et algébrique ne devrait pas se résumer à une succession de symboles et de règles de calcul. L’enseignant doit proposer une utilisation explicite du contenu de la partie numérique pour inciter les élèves à s’y référer.

Il est important de multiplier les registres d’utilisation de l’algèbre et un travail algébrique peut également apparaître en géométrie.
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