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Introduction

La pratique, en début d’année scolaire, de révisions stricto sensu des notions antérieurement étudiées est malheureusement très fréquente et ne permet guère aux élèves d’en acquérir une meilleure connaissance ni une meilleure maîtrise.

Le but de cet atelier est d’imaginer notamment à partir d’exemples, d’autres solutions visant  à utiliser les nouveautés des programmes de l’année en cours pour enrichir les notions mathématiques déjà rencontrées auparavant en particulier par des démonstrations possibles à partir de ces nouveautés. 

Cela suppose de réfléchir d’une part aux définitions qui seront données et aux progressions qui seront définies. 

Par exemple:, traiter  en sixième un chapitre sur les quadrilatères avant de traiter celui sur les droites parallèles et perpendiculaires ne permet pas d’apporter de nouvel élément de connaissance au sujet des rectangles.

Bien évidemment, les démonstrations proposées dans la suite (surtout dans la partie géométrique) sont de difficulté variable. Si certaines sont relativement simples et permettent une première approche très compréhensible par le plus grand nombre du raisonnement déductif tel qu’il apparaît au collège, d’autres en revanche ne peuvent être abordées qu’avec des élèves très à l’aise en Mathématiques…    

A Parties Numériques et de Gestion de données :

A.0. Prérequis : La fraction, un quotient de deux entiers
L’étude des fractions, et plus précisément leur interprétation comme quotient de deux nombres entiers permettra de consolider des connaissances acquises en CM2.

C’est donc l’une des notions de la partie numérique à étudier tôt dans l’année, peut être même la première leçon.

En CM2, la fraction est vue comme un « partage » d’une unité.EQ \b\bc\((\a\ar( étant vu comme trois fois EQ \s\do1(\f(1;4))))
 Les élèves savent encadrer une fraction simple par deux entiers, et l’écrire comme la somme d’un entier et d’une fraction inférieure à 1.

En 6e apparaît la représentation mentale « quotient » de la fraction : EQ \s\do1(\f(3;4)) est alors perçu comme le quotient de 3 par 4, c'est-à-dire le nombre par lequel il faut multiplier 4 pour trouver 3 : la fraction acquiert le statut de nombre, qui peut être approché par un nombre décimal.

C’est donc de cette façon que devra être défini l’objet mathématique « fraction ». 

Définition : La fraction EQ \s\do1(\f(a;b)) (avec a et b entiers, b différent de 0) est le quotient de la division de a par b.

On pourra relativement facilement faire le lien avec la représentation mentale « partage » de CM2  : 

EQ \s\do1(\f(2;3))  est le nombre qui, multiplié par 3, est égal à 2. Colorier les EQ \s\do1(\f(2;3)) d’un segment, c’est donc colorier une partie du segment qui, « multipliée » par 3 (c'est-à-dire représentée 3 fois bout à bout), représente 2 segments initiaux mis bout à bout : 
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      Segment initial

Voici une série d’exemples (non exhaustive, puisqu’on aurait pu y intégrer l’étude des mesures de longueurs, ou une même aire exprimée dans différentes unités) que cette nouvelle représentation mentale permet d’éclairer.

A.1. Exemple n° 1 : Egalités du type 0,75 = EQ \s\do1(\f(3;4))
Cette interprétation en terme de division de la fraction permet de revenir sur des égalités déjà connues en CM2, du type EQ \s\do1(\f(1;2)) = 0,5 ou encore EQ \s\do1(\f(3;4)) = 0,75

A.2. Exemple n° 2 : Changements d’écritures du type 8,53 = 8 + EQ \s\do1(\f(53;100))
De même, elle permet de justifier des écritures du type 8,53 = 8 + EQ \s\do1(\f(53;100)) (écriture d’un nombre sous la forme de la somme d’un entier et d’une fraction inférieure à 1) qui sont connues au CM2, et illustrées par la position du nombre sur une demi-droite graduée par exemple.

En effet, EQ \s\do1(\f(53;100))  est le quotient décimal de 53 par 100, donc 8,53 = 8 + 0,53 = 8,53

A.3. Exemple n° 3 : Technique de la division décimale
Cette approche introduite en 6e, plus « mathématique », permet, outre de donner davantage de sens à la notion de fraction, de définir des fractions dont le numérateur est supérieur au dénominateur, ce qui est plus délicat (et d’ailleurs hors programme)en CM2.

« En calcul posé, l’objectif réside dans la compréhension des techniques utilisées. » 

Ainsi, 1,26 peut désormais être interprété comme le quotient de 126 par 100. Ce changement d’écriture permet de donner un sens à la division décimale de deux entiers, que l’on est amené à rencontrer en phase de résolution de problèmes par exemple : 

« Le prix d’une demi-douzaine de DVD est de 19,26 €. Calculer le prix d’un DVD. » 

Le calcul de la division posée amène à expliquer, si l’on veut faire comprendre le sens de cette opération, que les 1,26 € restant après le calcul du premier chiffre du quotient  peuvent être considérés comme étant égaux à 126 centimes d’euros, ce qui permet de poursuivre la division.

A.4. Exemple n° 4 : Technique de la multiplication de deux nombres décimaux
Les élèves savent en CM2 calculer le produit de deux entiers, et celui d’un entier par un nombre décimal. 

En 6e, l’étude de la multiplication par 0,1 ; 0,01 … (en lien avec la division par 10, 100 … et donc l’étude des fractions)  permet de justifier le positionnement final de la virgule, ainsi que d’étendre la technique au calcul du produit de deux nombres décimaux : 

Par exemple,  8,72 × 17 = 872 × 0,01 × 17 = 872 × 17 × 0,01.

De même, 8,72 × 1,7 = 872 × 0,01 × 17 × 0,1 = 872 × 17 × 0,01 × 0,1 = 872 × 17 × 0,001.

(Justification qui utilise implicitement la commutativité de la multiplication)

A.5. Exemple n° 5 : Pourcentages
En CM2, les élèves calculent des pourcentages « simples » : Pour calculer une augmentation de 20% d’un prix de  240 €,  ils utilisent un raisonnement du type « L’augmentation est de 20 € pour 100 €, elle est de 40 € pour 200 €, pour 10 € elle est de 2 € donc pour 40 € elle est de 8 €, elle sera donc de 48 € ».

En 6e, la procédure « experte » est étudiée, en calculant directement 240 × EQ \s\do1(\f(20;100)) ou 240 × 0,20, en lien avec l’étude des fractions, et permet d’enrichir la notion de pourcentage.

Si la procédure de CM2 ne doit pas être abandonnée (puisqu’elle fait intervenir la linéarité d’un calcul de proportionnalité qui sera utilisée lorsque c’est possible), la nouvelle technique permet de résoudre davantage de problèmes, dans les cas où le pourcentage à appliquer (ou le nombre auquel on applique ce pourcentage) est plus compliqué (par exemple un calcul de TVA à 19,6 % sur un prix donné hors taxe)

B. Partie Géométrique
B.0. Prérequis : 

Il convient d’avoir en sa possession les outils des différentes démonstrations, à savoir pour la classe de 6e les notions relatives aux droites parallèles et perpendiculaires, et l’étude de la symétrie axiale, principalement de ses propriétés de conservation. Ces deux chapitres peuvent donc être étudiés en début d’année scolaire, et serviront ainsi de support aux autres.

Voici une série d’exemples (non exhaustive, on aurait pu y ajouter par exemple l’étude du « cerf-volant) illustrant des démonstrations ou justifications possibles de propriétés déjà rencontrées en CM2 (portant sur les côtés, les angles, les diagonales ou les axes de symétrie des triangles isocèle et équilatéral,du rectangle, du losange et du carré).

De même, ces démonstrations constituent un premier pas vers la « classification » des quadrilatères particuliers (par exemple un rectangle est un parallélogramme particulier…) qui sera poursuivie (et même achevée) en 5e.

1. Droites parallèles et perpendiculaires

Définition : Deux droites sont perpendiculaires si leur intersection définit un (et donc quatre) angles droits.

Définition : Deux droites sont parallèles si elles ne se coupent pas.
Propriété : Deux droites sont parallèles si leur écartement est constant.
Démonstration : admise.

Propriété  : Si deux droites sont parallèles alors toute droite parallèle à l’une est parallèle à l’autre.

« Justification » évidente à l’aide de la définition 1, à condition que les trois droites soient distinctes.

Propriété  : Si deux droites sont parallèles alors toute droite perpendiculaire à l’une est perpendiculaire à l’autre.

Démonstration : admise.

Propriété : Si deux droites sont perpendiculaires à une même troisième alors elles sont parallèles.

Démonstration : admise.

2. Médiatrice, symétrie axiale

Définition  : La médiatrice d’un segment [AB] est la droite perpendiculaire à [AB] et passant par son milieu.

Définition : Soit (d) une droite et A un point du plan n’appartenant pas à (d). A’ est le symétrique de A par rapport à (d) si (d) est la médiatrice du segment [AA’].

Remarque : Si A appartient à (d) alors le symétrique de A par rapport à (d) est A.

Méthodes de construction du symétrique : A l’équerre et à la règle graduée, à l’équerre et au 

compas

Remarque : L’apprentissage de ces techniques doit se réaliser sur des figures de complexité croissantes, (points, segments, droites, triangles, cercles, pourquoi pas triangles, quadrilatères particuliers) de façon à, comme le préconise le programme, mettre en évidence (sans les démontrer) les propriétés de conservation d’alignement, de longueurs, d’aires, d’angles) de la symétrie axiale.

Propriété  : La symétrie axiale conserve l’alignement, les longueurs, les aires et les angles.
B.1. Exemple n°1 : sens direct de la propriété caractéristique de la médiatrice 

(Le sens réciproque doit être admis, puisqu’il utilise l’inégalité triangulaire par exemple, qui n’est pas au programme de 6e)
Propriété  : La médiatrice du segment [AB] est formée de tous les points équidistants des points A et B.

Remarque : On peut en déduire la construction du symétrique au compas seul, puis la construction de la droite perpendiculaire passant par un point donné également au compas seul, points qui ne figurent pas au programme de CM2. 

B.2. Exemples n° 2 : relatifs aux triangles 

1. Propriété : Un triangle isocèle possède un axe de symétrie, c’est la médiatrice du côté opposé au sommet principal.

2. Propriété : Dans un triangle isocèle, les angles opposés au sommet principal ont même mesure.
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Remarque : On en déduit facilement les propriétés analogues pour le triangle équilatéral comme étant « isocèle » en A, B et C, propriétés concernant les trois axes de symétrie ainsi que l’égalité des mesures des trois angles.

B.3. Exemples n° 3 : relatifs au rectangle
1. Propriété : Un quadrilatère qui possède 3 angles droits est un rectangle.

2. Propriété : Les côtés opposés d’un rectangle sont parallèles
Conséquence : Un rectangle est un parallélogramme. 

Ses côtés opposés sont donc de même longueur et ses diagonales se coupent en leur milieu.

3. Propriété : Un rectangle possède deux axes de symétrie, qui sont les médiatrices de deux côtés consécutifs.
Remarque : la démonstration de cette propriété fait intervenir la définition du point en tant qu’intersection de deux « lignes » (droites dans ce cas précis), considération nouvelle pour un élève de 6e, ainsi que l’invariance globale d’une droite perpendiculaire à l’axe de symétrie. Elle est sans aucun doute à proposer à des élèves déjà relativement à l’aise avec le raisonnement déductif…

4. Propriété : Si ABCD est un rectangle alors ses diagonales sont de même longueur. 

(La propriété réciproque concernant les parallélogrammes dont les diagonales ont même longueur est admise, démontrée en 5e grâce à la symétrie centrale)

Remarque : On peut également démontrer facilement que les angles opposés par le centre du rectangle ont même mesure.

B.4. Exemples n° 4 : relatifs au losange
1. Propriété : Un losange possède deux axes de symétrie, qui sont ses diagonales.
2. Propriété : Les diagonales d’un losange sont perpendiculaires.
Remarque : On peut également démontrer facilement que les angles opposés du parallélogramme ont même mesure.

B.5. Exemples n°5 : relatifs au carré
1. Propriété : Un carré possède quatre angles droits donc c’est un rectangle : ses diagonales se coupent en leur milieu, sont perpendiculaires et de même longueur.

Les deux médiatrices de ses côtés sont des axes de symétrie du carré.

2. Propriété : Un carré a ses 4 côtés de même longueur donc c’est un losange : ses diagonales sont perpendiculaires et sont des axes de symétrie du carré.

B.6. Exemple n°6 : Axes de symétrie d’un cercle
Propriété : Tous les diamètres d’un cercle sont des axes de symétrie du cercle.
C. Prolongement possible : nouvel éclairage de notions de la 6ème à la 5ème
C.0 Prérequis : La symétrie centrale

L’introduction en classe de cinquième de la symétrie centrale comme composée de deux symétries axiales successives permet de justifier toutes les propriétés de conservation de cette transformation, qui peuvent à leur tour justifier un certain nombre de théorèmes inscrits au programme de cette classe. En voici deux exemples : 

C.1. Exemple n°1 : Angles alternes – internes
Théorème : Si deux droites parallèles sont coupées par une droite sécante alors :



•Les angles alternes – internes ont même mesure.



•Les angles correspondants ont même mesure.
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C.2. Exemple n°2 : Somme des mesures des angles d’un triangle
Théorème : Dans un triangle, la somme des mesures des angles est égale à 180°
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Pistes de réflexion évoquées pendant l’atelier

· Une progression cohérente avec la volonté présentée dans cet atelier de justification des propriétés rencontrées en CM2 peut reléguer en fin d’année scolaire certaines notions importantes comme la mesure d’aire ou la géométrie dans l’espace. Cependant, les participants s’accordent à dire qu’il faut bien traiter certaines notions en fin d’année, et que l’élaboration d’une progression suppose un choix réfléchi et maîtrisé. Toutefois, il est sans doute possible d’appréhender différemment une progression (voir Atelier C3)

· La relative complexité syntaxique de la définition de la fraction EQ \s\do1(\f(a;b)) (par exemple EQ \s\do1(\f(2;3)) est le nombre qui, multiplié par 3, est égal à 2) peut poser de sérieuses difficultés de compréhension chez les élèves. Une piste possible pour renforcer cette compréhension consiste peut – être à insister sur le fait que la fraction EQ \s\do1(\f(2;3)) peut être considérée comme étant égal à deux fois un tiers.

De même, l’utilisation de la calculatrice permet de compléter cette image mentale « quotient » de la fraction, nouvelle en classe de 6e.

· Comment faire prendre conscience aux élèves de 6e de l’intérêt de la démonstration ? 

En effet, démontrer des propriétés déjà connues des élèves peut – il leur permettre de saisir l’intérêt du passage de la géométrie perceptive à la géométrie déductive ? 

Il est possible que l’élève de 6e ne saisisse absolument pas les nouvelles règles du jeu qu’on veut lui imposer, et qui finalement ne lui apportent rien de plus que ce qu’il connaissait déjà, et qu’il avait établi simplement avec ses instruments de géométrie perceptive…

Sans doute faut – il prévoir quelques activités qui lui montrent que la démonstration d’une propriété n’est pas seulement un jeu de l’esprit, et que le passage à la géométrie déductive est une nécessité.

Quoiqu’il en soit,  il semble irréaliste de croire que tous franchiront le pas dès la classe de 6e, qui rappelons – le ne constitue qu’une étape dans le long processus qui aboutit à la maîtrise du raisonnement déductif.

Dans cette optique, il convient de rester extrêmement vigilant quant aux preuves que l’on proposera en classe de 6e, afin de ne pas provoquer de réaction négative pouvant se muer en aversion vis-à-vis du raisonnement déductif, notamment chez les élèves en difficulté. 

· Les participants à cet atelier ont également longuement débattu sur les moyens à employer pour faire intégrer aux élèves les inclusions ensemblistes. 2 est – il un nombre décimal ?  Un triangle équilatéral est – il un triangle isocèle ? Un carré est – il un rectangle ? En classe de CM2, la réponse à ces questions est négative, puisque l’élève y répond en usant de la géométrie qu’il connaît, et en s’appuyant sur des propriétés lues sur la figure à l’aide des instruments.

Le passage à la réponse affirmative à ces questions suppose que l’élève ait franchi le passage jusqu’à la géométrie déductive. Ainsi il ne caractérisera plus le rectangle à l’aide de son aspect mais grâce aux propriétés qui ont été établies.

Insister sur des preuves telles que celle de l’existence de l’axe de symétrie du triangle isocèle, peut alors instaurer une confusion durable chez l’élève : « un triangle isocèle ne possède qu’un axe de symétrie, un triangle équilatéral en possède trois donc un triangle équilatéral n’est pas un triangle isocèle. » Si l’erreur de logique apparaît clairement à l’initié, il convient à l’enseignant d’insister sur ce type de raisonnement, de façon à ne pas compromettre davantage un passage souvent douloureux pour certains. 

Atelier C1 : Nouvel éclairage de notions de CM2 à 6e
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